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1 Definitionen 

f sei eine lineare Abbildung eines Vektorraums V1 auf V2:   f x A x 
 . 

Der Kern der Matrix A  (bzw. der Abbildung f)  ist die Menge der Vektoren,  
die auf den Nullvektor abgebildet werden. 

     1Ker(A) x V | A x o   
 

 

Der Kern ist also die Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystems A x o 


. 

Der Nullvektor ist stets ein Vektor des Kerns.  Man nennt ihn die triviale Lösung des 
Gleichungssystems.  Wenn es außer dem Nullvektor keine anderen Lösungen gibt, sagt man auch: 
„A hat keinen Kern“. 

 Das Bild der Matrix A  (bzw. der Abbildung f) ist die Menge aller Vektoren. 

 die als Ergebnis der Multiplikation A x   vorkommen. 

      Bild(A) y | y A x  
  

 

 
Es gibt eine kombinierte Berechnung für Kern und Bild einer Matrix. 
Diese wird in einigen Beispielen gezeigt, vor allem auf Seite 16! 
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 2     Beispiele 

Beispiel 1  
1 3A 2 4
   
 

 hat die Determinante  1 3det(A) 4 6 22 4      

 Berechnung des Kerns: 

 Lösung der Gleichung 1 1 2

1 22

x1 3 0 x 3x 0 (1)A x o 2x 4x 0x2 4 0 (2)
                          


 

 Eliminationsverfahren:  (2) 2 1 :    2 22x 0 x 0     

     In (1):   1x 0 . 

     Lösungsvektor: 0x o0
   
 


 

        Ker A o


, also ist  dim(Ker(A)) = 0 

 Hinweis: Wenn die Determinante der Abbildungsmatrix A ungleich 0 ist, dann besteht der 
   Kern von A nur aus dem Nullvektor. 

 Lösung mit dem Gauß-Verfahren: 

   1 2
2 1

22 Z1
1 3 1 3 x 3x 0~ x 0 und x 02x 02 4 0 2 

                    
 

 Berechnung des Bildes: 

   1 1 2
1 2

1 22

x1 3 x 3x 1 3y A x x x2x 4xx2 4 2 4
                                

 
 

 Da 1 2
1 3b und b2 4
       
   

 
 linear unabhängig sind (sie sind keine Vielfachen von einander), 

 bilden sie eine Basis des Vektorraums  2 .  Somit besteht das Bild aus allen Vektoren des 2 : 

   2Bild(A)   . 

 Man kann auch sagen: Das Bild besteht aus allen Linearkombinationen von 1 2b und b
 

. 

 Und das nennt man ihre lineare Hülle:   1 3Bild A ,2 2
             

. 

 Das Bild hat also die Dimension 2. 

 Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 0 + 2 = 2 = dim 2  
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Beispiel 2  
1 3A 2 6
   
 

 hat die Determinante  1 3det(A) 6 6 02 6       !! 

 Berechnung des Kerns: 

 Lösung der Gleichung 1 1 2

1 22

x1 3 0 x 3x 0 (1)A x o 2x 6x 0x2 6 0 (2)
                          


 

 Da Gleichung (2) das Doppelte von (1) ist, ist sie ohne Bedeutung. 
 Zur Lösung von Gleichung (1) hat man eine freie Wahl: 

   Wähle 2 1x r x 3r      

   Lösungsvektoren:  3r 3x rr 1
        
   


 

 Der Kern besteht also aus allen Vielfachen von  1
3x 1

   
 


, ist also seine lineare Hülle: 

     3K 1er A        
, also ist  dim(Ker(A)) = 1 

 Lösung mit dem Gauß-Verfahren: 

   1 2
2 12 Z1

1 3 1 3 x 3x 0~ x r und x 3r0 02 6 0 0 

                   
 

 Berechnung des Bildes: 

  1 1 2
1 2 1 2 1 2

1 22

x1 3 x 3x 1 3 1 1 1y A x x x x 3x x 3x2x 6xx2 6 2 6 2 2 2
                                                         

 
 

 Somit besteht das Bild aus allen Vielfachen von 1
1b 2
   
 


:   1Bild(A) 2

       
. 

 Das Bild hat also die Dimension 1. 

 Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + 1 = 2 = dim 2  
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Beispiel 3  
1 4 7

A 2 5 8
3 6 9

 
    
 

 hat die Determinante Null! 

  Nach Sarrus: 
1 4 7 1 4
2 5 8 2 5 45 96 84 105 48 72 0
3 6 9 3 6

        

 Berechnung des Kerns: 

 Lösung der Gleichung 
1

2

3

1 4 7 x 0
A x o 2 5 8 x 0

x 03 6 9

     
                   


 mit dem Gauß-Verfahren: 

   1 3

2 3

4 Z2
2 Z1 ~ : ~ ~
3 Z1 2 Z2

1 4 7 1 4 7 1 4 7

0
2 5 1

1 0 1 x x 08 0 3 6 3 0 2
3 6

0
0

1 2 x 209 6 1 02 0 0 00 x

 

 

   

            

     
       
               







 

   Wähle 3 1 2x r x r und x 2r       

   Lösungsvektoren:  
r 1

x 2r r 2
r 1

   
            
   


 

 Der Kern besteht also aus allen Vielfachen von  1

1
x 2

1

 
    
 


, ist also seine lineare Hülle: 

    
1

K r A
1

e 2
  
         

, also ist  dim(Ker(A)) = 1 

 Berechnung des Bildes: 

  
1 1 2 3

1 2 3 1 2 32

1 2 33

1 4 7 7x x 4x 7x 1 4
y A x 2 5 8 2x 5x 8x x x x 8x 2 5

3x 6x 9xx 3 63 6 9 9

                                                      

 
 

 Weil der Kern die Dimension 1 hat, kann das Bild nur die Dimension 3-1 = 2 haben. 

 Also stellt man 3

7
b 8

9

 
    
 


 als Linearkombination von 1 2

1 4
b 2 und b 5

3 6

   
          
   

 
 dar: 3 2 1b 2 b b  

  
. 

 Damit folgt:       1 1 2 2 3 2 1 1 3 1 2 3 2y x b x b x 2b b x x b x 2b b            
      

. 

 Somit besteht das Bild aus allen Linearkombinationen  von 1 2b und b
 

: 

     
1 4

Bild(A) 2 ; 5
3 6

    
                 

. Das Bild hat also die Dimension 2. 

 Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + 2 = 3 = dim 3  
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Beispiel 4  

1 1 0 2
0 1 2 1A 1 0 1 0
0 1 1 0

 
   

 
  

 

 Berechnung der Determinante mit Entwicklung nach der 4. Spalte: 

 
0 1 2 1 1 0

det(A) 2 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1


      

 
 

  1

0 1 2 0 1
det 1 0 1 1 0 0 0 2 0 0 1 1

0 1 1 0 1


        

 
 

  2

1 1 0 1 1
det 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 2

0 1 1 0 1
         

 
 

  det(A) 2 1 2 0        Jetzt kann man bereits vorhersagen:  3Bild(A)    

1. Lösung: Getrennte Berechnung von Bild und Kern 

 Berechnung des Kerns: 

 Lösung der Gleichung 
1

2

3

4

1 1 0 2 x 0
0 1 2 1 x 0A x o x1 0 1 0 0

0x0 1 1 0

     
                          

  mit dem Gauß-Verfahren: 

  ~ ~ ~
:Z1 Z2

Z2 3 Z4 Z3

1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2
0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

31 0 1 0 0 1 1 2 0 0 3 3
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 2
0 1 2 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 

  

     
         




     

          
       

 
  
 
 

      

 

 Dem entspricht das Gleichungssystem: 
1 2 4

2 3 4

3 4

x x 2x 0 (1)
x 2x x 0 (2)

x x 0 (3)

   
    
   

 

   Wähle 4 3x r x r      

   In (2):  2 3 4x 2x x 2r r r        

   In (1):  1 2 4x x 2x r 2r r        

 Kernvektoren:  

r 1
r 1x rr 1

r 1

   
         
   
      


. 

 Der Kern von A besteht somit aus allen Vielfachen von 

1
1c 1
1

 
 
 
 
  


:    

1
1Ker A 1
1

  
  
  
  
    

 

 Der Kern hat die Dimension 1. 
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Berechnung des Bildes: 

   

1 2 41

2 3 42
1 2 3 4

1 33

2 34

x x 2xx1 1 0 2 1 1 0 2
x 2x xx0 1 2 1 0 1 2 1y A x y x x x xx xx1 0 1 0 1 0 1 0

x xx0 1 1 0 0 1 1 0

             
                                       

            
                          

  
 

Weil der Kern die Dimension 1 hat, kann das Bild nur die Dimension 4 - 1 = 3 haben. 

Dazu zeigt man z. B. dass die Vektoren  1 2 3

1 1 0
0 1 2b , b und b1 0 1
0 1 1

     
            

     
          

  
 linear unabhängig sind. 

Nach Gauß (siehe oben) erkennt man die Stufenform der Matrix, was auf die lineare Unabhängigkeit 

hinweist.  Außerdem kann man erkennen, dass 4 1 2 3b b b b  
   

 ist. 

 ~ ~ ~
:Z1 Z2

Z2 3 Z4 Z3

1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2
0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1

31 0 1 0 0 1 1 2 0 0 3 3
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 2
0 1 2 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 

  

     
         




     

          
       

 
  
 
 

      

 

 

1 1 0
0 1 2Bild(A) , ,1 0 1
0 1 1

      
            

      
            

. Das Bild hat also die Dimension 3 

 Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + 3 = 4 = dim 4  

 
2. Lösungsmethode: Bild – Kern – Algorithmus  (mit Spalten-Operationen) 
 

   

1 1 0 2
0 1 2 1A 1 0 1 0
0 1 1 0

 
   

 
  

   4

1 0 0 0
0 1 0 0E 0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
  
 

 

Sp2 Sp1
Sp4 2 Sp1


    

1 0 0 0
0 1 2 1~ 1 1 1 2
0 1 1 0

 
  
      

   

1 1 0 2
0 1 0 0~ 0 0 1 0
0 0 0 1

  
 
 
  
 

 

Sp3 2 Sp2
Sp4 Sp2

 
   

1 0 0 0
0 1 0 0~ 1 1 3 3
0 1 1 1

 
 
       

   

1 1 2 3
0 1 2 1~ 0 0 1 0
0 0 0 1

   
 
 
  
 

 

Sp4 Sp3   0

1 0 0
0 1 0~

1

0
0

1 3
1 0

1
0

 
 
     

    1

1 1 2
0 1 2~

1
1

1
0 0 1
0 0 0

  
 
 
  
 





 

Folgerung:  

1

B

1 0 0
0 1 0, ,1 1 3ild(A

0

)

1

 
 

  
 
 

     
     
                      

  1Ke

1

1
1

r(A)

  
  
       





 

Anm:   Die Basisvektoren dieser linearen Hüllen unterscheiden sich von denen der 
   ersten Methode, doch die sind ja stets auswechselbar.
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Usw.  auf der CD 
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