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62102 Kern und Bild einer Matrix (Abbildung) 3

1 Definitionen

f sei eine lineare Abbildung eines Vektorraums V1 auf V,: f(x)=A-X.

Der Kern der Matrix A (bzw. der Abbildung f) ist die Menge der Vektoren,

die auf den Nullvektor abgebildet werden.

Ker(A)={xeV, | A-x=6}

Der Kern ist also die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems A-X=0.
Der Nullvektor ist stets ein Vektor des Kerns. Man nennt ihn die triviale Losung dez
Gleichungssystems. Wenn es auf’er dem Nullvektor keine anderen Losungen gibiwszgt man auch:

LA hat keinen Kern*.

Das Bild der Matrix A (bzw. der Abbildung f) ist diesMenge aller Vektoren.

die als Ergebnis der Multiplikation A-x vorkommer!.

Bild(A)={y| y=A-X]

Es gibt eine kombinierte Berechnung fiir Kern und Bila\einer Matrix.

Diese wird in einigen Beispielen gezeigt, vor allem at#Seite 16!
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62102 Kern und Bild einer Matrix (Abbildung) 4

2 Beispiele

13

2 4

Beispiel 1 A= (; Z) hat die Determinante det(A) :‘

‘:4—6:—2

Berechnung des Kerns:

" | o 1.3) (x,)_(0 X, +3x, =0 (1)
Losung der Gleichung A-Xx=0 < (2 4j [ij—(oj < {2x1+4x2=0} 2)

Eliminationsverfahren:  (2)-2-(1): -2x,=0 = x,=0

In (1): x,=0.

Losungsvektor: X = [8) =0

Ker(A)={o}, also ist dim(Ker(A)) =0
Hinweis: Wenn die Determinante der Abbildungsmatrix A ungiaich 0 ist, dann besteht der

Kern von A nur aus dem Nullvektor.

Lésung mit dem GaulR-Verfahren:

(; j) 2.71 ((1) —32j < {fZIssz} = X;=0und x,=0
Berechnung des Bildes:

S EH I ereA R M H

1) und 52 = Gj line<r tazohangig sind (sie sind keine Vielfachen von einander),

Da b, :(2

bilden sie eine Basis des \(ekiarraums R?. Somit besteht das Bild aus allen Vektoren des R?:
Bild(A) =%,

Man kann auch/éagen: — Das Bild besteht aus allen Linearkombinationen von b, und b, .
_ ; . . . 1) (3
Und das nenrmian ihre lineare Hiille: Bild(A) = S b 2]l

Das Bild=hat aiso die Dimension 2.

Marbellchte:  dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 0 + 2 = 2 = dim R?
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13

Beispiel 2 A:F 3) hat die Determinante det(A):‘2 6

=6-6=0 1
26 ‘660..

Berechnung des Kerns:

. . sz 13)(x)_(0 X;+3%, =0 (1)
Lésung der Gleichung A-x=0 & (2 6) (XJ—[OJ & {2x1+6x2:0} 2)

Da Gleichung (2) das Doppelte von (1) ist, ist sie ohne Bedeutung.
Zur Lésung von Gleichung (1) hat man eine freie Wahl:

Waéhle x, =reR = x,=-3r

Lésungsvektoren: X = (Srj: ( j

Der Kern besteht also aus allen Vielfachen von X, = ( 3) ist also sen¢ lineare Hillle:
-3 . .
Ker(A)= 1 , also ist dim(Ker(A)) = 1

Lésung mit dem GaulR-Verfahren:

(; gj P ((1) g) = {X1+§§;'0} = X, =r und x,=-3r
Berechnung des Bildes:
o3 ) O (o (e )

Somit besteht das Bild aus allen Aielitachen von ( } Bild(A) = K;H :

Das Bild hat also die Dimei tion 1.

Man beachte:  dinf(Fer(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + 1 = 2 = dim R?
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147
Beispiel 3 A=|2 5 8 hat die Determinante Null!
3609
14714
Nach Sarrus: 2 58|25 =45+96+84-105-48-72=0
36936

Berechnung des Kerns:

(X3¢, N N

1 7\ (%
Lésung der Gleichung A-X=0 < |2 8} Xy :{ J mit dem GauB-\Varfahren:
3 9

147 14 7 147 10 -1 N . o
25 8|-221~|0 -3 —6|:(-3)~0 12 -0 1 2 ®1X1+2X3:0}
369) 321 (0-6-12) 2.22 (000 000 27N T

Waéhle x; =reR = Xx,=r undx, =-2r

r 1
Lésungsvektoren: X=|-2r|=r —21
r 1,
(1)
Der Kern besteht also aus allen Vielfachen von X, —-: 2 |, ist also seine lineare Hillle:
1
N

1
Ker(A)=||-2]|, alsoist diragiar(A)) = 1
1

Berechnung des Bildes:

14 7) /xq Xy +4X, +7X, 1 4 7
y=A-Xx=|25 8.-‘>\‘ ={2X;+5X, +8X5 t=X;+| 2 [+ Xy | 5 [+X5| 8
3649 \AJ 33Xy +6X, +9X,4 3 6 9

Weil der Kern diedDimaasion 1 hat, kann das Bild nur die Dimension 3-1 = 2 haben.

‘7

1 4
Also stellt man_bg'=| 8 | als Linearkombination von b, =| 2 |und b, =| 5| dar: b, =2-b, -b
9 3 6

1-

Damit foig. Y = X, -b, + X, -b, + X, -(252 —51) = (X, —X3) b, +(x2 +253)-52.
Soruitbi'steht das Bild aus allen Linearkombinationen von b, und b, :

1) (4
Bild(A)=||2]|;|5|| . Das Bild hat also die Dimension 2.
3)\6

Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + 2 = 3 =dim R®
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11 0 2
o1 -2 -1
10 10
0110

Beispiel 4 A=

Berechnung der Determinante mit Entwicklung nach der 4. Spalte:

01 2| |11 0
det(A)=-2:[1 0 -1|-[1 0 -1|=
0-1 1[0 -11

01 -2,0 1
det,=|1 0 -1 0 =0+0+2-0-0-1=1
01110 -1

—_

11 01 1
det,=[1 0 -1 0=0+0+0-0-1-1=-2
0-1 1[0 -1

—_

det(A)=-2.1-(-2)=0 Jetzt kann man bereits vorhersagen; Bild(A) = R?

1. Lésung: Getrennte Berechnung von Bild und Kern

Berechnung des Kerns:

11 0 X4 0
. . - 0 1 G&2=1| |x 0| . i
Lésung der Gleichung A-Xx=0 < 1 e 0 x2 =10 mit dem Gaul3-Verfahren:
3
0% 0 ) (x4 0
11 0 2 11 0 2 11 0 2 110 2
01 -241 01 -2 4] |01 -2 -1 101 -2 -1
10 -1 0| -zt [0 -1 4 =2]%z2 |00 -3 -3| :(-3) 00 1 1
0 -1 1 0)+z2 (0 0 ™) 00 -1 -1)3.z4-z3 \0O0O 0 O
X;+X,+2%X, =0| (1)
Dem entspricht das Gleich inassystem: X, —2X3 =X, =0p (2)
X3 +X, =0 (3)
Wa'in X,=reR = Xx3=-r
In (2 X, =2Xg + X, ==2r+r=-r
In (1): Xy =—Xp —2X, =r—=2r=—r
—r 1
- | -r 1
Kerfivzktoren: X= =
- 1
r -1
1 1
Der Kern von A besteht somit aus allen Vielfachen von ¢ = 1 Ker(A)= 1
-1 -1

Der Kern hat die Dimension 1.
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Berechnung des Bildes:

11 0 2)(x Xy + Xy + 2%, 1 0 -2
= Ao (01 2 11X, - | X =2X3 = X4 | 0 -2 -1
V=AX=I 0 Lo llx| € YT T xox, |TX[aPXe o TR et o
0 -1 1 0)\x, —Xy + X5 0 -1 1 0
Weil der Kern die Dimension 1 hat, kann das Bild nur die Dimension 4 - 1 = 3 haben.
1 1 0
. . - 0 1 - 2| . 4
Dazu zeigt man z. B. dass die Vektoren b, = 1 by, = 0 und b, = 1 linear unabhargia siid.
0 -1 1

Nach GaulR (siehe oben) erkennt man die Stufenform der Matrix, was auf die lineare "\Inashangigkeit

hinweist. AuRerdem kann man erkennen, dass b, =b, +b, + b, ist.

11 0 2 11 0 2 171 0 2 10/6 2
o1 -2 -1 ~01—2—1 ~01—2—1 AC1—2—1
10 10(-zn |10 -1 -1 -2|+z2 |00 -3 -3 :(—3) |“ 01 1
011 0)+z2 (00 1 1 00 1 -1)3.24-26 >0 0 O
1 1 0
. 0 1 -2 . o X
Bild(A) = 1o Il 1 Das Bild hat also die Dirnension 3
0) {1 1

Man beachte: dim(Ker(A)) + dim(Bild(A)) = 1\+ 3 = 4 = dim R*
2. Losungsmethode: Bild — Kern — Algosthmus (mit Spalten-Operationen)

11 0 22

} 10 00
01 -2 1 0100
A 10 10 E, 00 10
0 -1 1 OJ 0 0 0 1
1 0 _0"U 17 10 -2
Sp2 - Sp1 10,102 1 /01 0 0
Sp4 -2 Sp1 -1 =2 0O 0 1 O
0o -4 1 0 0 0 0 1
{0 0 O 1 1 -2 -3
Sp3+2-Sp2 v 1 0 O o1 2 1
Sp4 + Sp2 1 1 -3 -3 0 0 1 O
LO -1 1 -1 0O 0 0 1
1 0 0 O 1 1 -2 -1
s |0 1 0 O |01 2 -1
Sp4 4 Sp3 1 -1 -3 0 0 0 1 1
0O 1 1 0 0 0 0 1
1\(0 0 -1
Folgerung: Bild(A) = (1) : j1 : f)3 Ker(A) = :1
0){-1)1 -1 1
Anm: Die Basisvektoren dieser linearen Hillen unterscheiden sich von denen der

ersten Methode, doch die sind ja stets auswechselbar.
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